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Introduction
.

Extension de la déduction naturelle propositionnelle

@ On ajoute des regles sur les quantificateurs, la copie (régle
dérivée) et I'égalité aux reégles de la déduction naturelle
« propositionnelle ».
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Introduction
.

Extension de la déduction naturelle propositionnelle

@ On ajoute des regles sur les quantificateurs, la copie (régle
dérivée) et I'égalité aux reégles de la déduction naturelle
« propositionnelle ».

@ Une seule régle pour enlever des hypothéses : I'introduction de
limplication.
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Introduction
.

Extension de la déduction naturelle propositionnelle

@ On ajoute des regles sur les quantificateurs, la copie (régle
dérivée) et I'égalité aux reégles de la déduction naturelle
« propositionnelle ».

@ Une seule régle pour enlever des hypothéses : I'introduction de
limplication.

@ Les définitions de brouillon de preuve, environnement,
contexte, formule utilisable restent inchangées !
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Introduction
]

Cohérence et complétude
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Introduction
]

Cohérence et complétude

@ Nous allons montrer la cohérence des régles de notre
systeme.
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Introduction
]

Cohérence et complétude

@ Nous allons montrer la cohérence des régles de notre
systeme.
@ Nous admettrons sans preuve que ce systéme est complet.

On trouvera des preuves de complétude pour des systemes de
regles proches dans les livres suivants :

e Peter B.Andrews. An introduction to mathematical logic : to truth
through proof. Academic Press, 1986.

e Herbert B.Enderton. A mathematical Introduction to Logic.
Academic Press, 2001.
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Introduction
°

Remarque

Contrairement au cas propositionnel, il 'y a aucun algorithme pour
décider si une formule est valide ou non valide.

Autrement dit, en admettant I'équivalence entre prouvable (sans
environnement) et valide, il n’y a pas d’algorithme qui, étant donné une
formule, puisse nous en construire la preuve, ou nous avertir que cette
formule n’a pas de preuve.
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Régles

e Regles
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Régles
°

Rappel : Regles « propositionnelle »

Introduction Elimination
[A]
B A A=B
7’;\ : =1 7ABB =E
Y LI AEA
ALBB AE2
A AVB A=C B=C
BYA VI2
Régle du faux
T
A Efq
Reégle a I'absurde
——A
4~ RAA
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Régles
)

Regles des quantificateurs

A et B sont des formules, x est une variable, t est un terme

v% VI X ne doit étre libre ni dans I'environnement de la preuve, ni dans
le contexte de la prémisse de la regle
A(j’fib VE | testlibre pour x dans A
3/ t est libre pour x dans A
A B(A#'B) JE | x ne doit étre libre ni dans I'environnement, ni dans B, ni dans

le contexte de la prémisse droite de la régle.

S. Devismes et al (Grenoble I)
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Exemples

Q Exemples
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Exemples
°

Introduction

On montre 'usage de ces regles sur des exemples,

Ainsi que les erreurs occasionnées par le non respect des conditions
d’emploi des régles.
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Exemples
.

Prouvons VxP(x) AVxQ(x) = Vx(P(x) A Q(x))
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Exemples
.

Prouvons VxP(x) AVxQ(x) = Vx(P(x) A Q(x))

1 1 supposons VxP(x) AVxQ(x)
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Exemples
.

Prouvons VxP(x) AVxQ(x) = Vx(P(x) A Q(x))

1 1 supposons VxP(x) AVxQ(x)
1 2 VxP(x) NE1 1
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Exemples
.

Prouvons VxP(x) AVxQ(x) = Vx(P(x) A Q(x))

1 1 supposons VxP(x) AVxQ(x)
1 2 VxP(x) NE1 1
1 3 VxQ(x) NE2 1

S. Devismes et al (Grenoble I) Déduction Naturelle: quanticateurs et égalité 25 novembre 2008 12/54



Exemples
.

Prouvons VxP(x) AVxQ(x) = Vx(P(x) A Q(x))

1 1 supposons VxP(x) AVxQ(x)

1 2 VxP(x) NE1 1
1 3 VxQ(x) NE2 1
1 4 P(x) VE 2, x
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Exemples
.

Prouvons VxP(x) AVxQ(x) = Vx(P(x) A Q(x))

1 1 supposons VxP(x) AVxQ(x)

1 2 VxP(x) NE1 1
1 3 VxQ(x) NE2 1
1 4 P(x) VE 2, x
1 5 Q(x) VE 3, x
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Exemples
.

Prouvons VxP(x) AVxQ(x) = Vx(P(x) A Q(x))

1 1 supposons VxP(x) AVxQ(x)

1 2 VxP(x) NE1 1
1 3 VxQ(x) NE2 1
1 4 P(x) VE 2, x
1 5 Q(x) VE 3, x
1 6 P(x)AQ(x) Al 4,5
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Exemples
.

Prouvons VxP(x) AVxQ(x) = Vx(P(x) A Q(x))

1 1 supposons VxP(x) AVxQ(x)

1 2 VxP(x) NE1 1
1 3 VxQ(x) NE2 1
1 4 P(x) VE 2, x
1 5 Q(x) VE 3, x
1 6 P(x)AQ(x) Al 4,5
17 Vx(P(x)AQ(x)) V15
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Exemples
.

Prouvons VxP(x) AVxQ(x) = Vx(P(x) A Q(x))

1 1 supposons VxP(x) AVxQ(x)
1 2 VxP(x) NE1 1
1 3 VxQ(x) NE21
1 4 P(x) VE 2, x
1 5 Qx) VE 3, x
1 6 P(x)AQ(X) Al4,5
17 Wx(P(x)AQ(x)) V15

8 donc VxP(x) AVxQ(x) = Vx(P(x)AQ(x)) =11,6

S. Devismes et al (Grenoble I) Déduction Naturelle: quanticateurs et égalité 25 novembre 2008 12/54



Exemples
.

Prouvons VxP(x) AVxQ(x) = Vx(P(x) A Q(x))

1 1 supposons VxP(x) AVxQ(x)
1 2 VxP(x) NE1 1
1 3 VxQ(x) NE21
1 4 P(x) VE 2, x
1 5 Qx) VE 3, x
1 6 P(x)AQ(x) A4, 5
1 7 WYx(P(x)AQ(x)) V15

8 donc VxP(x) AVxQ(x) = Vx(P(x)AQ(x)) =11,6

Remarque : Noter que dans 'usage de la regle d’instanciation aux
lignes 4 et 5, on a précisé que x est remplacé x.
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Exemples
°

Usage incorrect de la régle VE : ou est I'erreur ?

1 1 supposons Vx3yp(x,y)

12 3Jyp(y,y) VE1,y
3 donc Vx3yp(x,y) = Jyp(y,y)
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Exemples
°

Usage incorrect de la régle VE : ou est I'erreur ?

1 1 supposons Vx3Iyp(x,y)

12 3yp(y,y) VE1,y
3 donc ¥x3yp(x,y) = Jyp(y.y)

Soit / 'interprétation de domaine {0, 1} avec p; = {(0,1),(1,0)}.
Cette interprétation rend fausse la « conclusion ».
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Exemples
°

Usage incorrect de la régle VE : ou est I'erreur ?

1 1 supposons Vx3Iyp(x,y)
12 3yp(y,y) VE 1, y ERREUR
3 donc Vx3yp(x,y) = Jyp(y.y)

Soit / l'interprétation de domaine {0,1} avec p; = {(0,1),(1,0)}.
Cette interprétation rend fausse la « conclusion ».

A la ligne 2, on a pas respecté les conditions d’applications de la régle
VE car le terme y n’est pas libre pour x dans la formule Jyp(x, y).
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Exemples
°

Usage incorrect de la regle VI

1 1 supposons P(x)
1 2 VxP(x) Vi1
3 donc P(x) = VxP(x) =11,2
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Exemples
°

Usage incorrect de la regle VI

1 1 supposons P(x)
1 2 VxP(x) VI 1 ERREUR
3 donc P(x)=VxP(x) =11,2

Alaligne 2, on n’a pas respecté les conditions d’applications de la
regle VI car la prémisse P(x) est établie dans le contexte P(x), ce qui
interdit de généraliser sur x.
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Exemples

Usage incorrect de la regle JE

’
]
’
’

a b~ NN =

supposons 3xP(x)

supposons P(x)

donc P(x) = P(x) =12,2
P(x) JE1,3
donc IxP(x) = P(x)

S. Devismes et al (Grenoble I)
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Exemples
°

Usage incorrect de la regle JE

1
2
3
4
5

La conclusion de la régle JE est P(x) , contrairement & la condition

d’application de cette régle qui impose que la conclusion ne doit pas
dépendre de x.

supposons 3xP(x)

supposons P(x)

donc P(x) = P(x) =12,2

P(x) JE 1, 3 ERREUR
donc IxP(x) = P(x)
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Exemples
°

Usage incorrect de la regle JE

1 1 Supposons IxP(x) A (P(x) = VyQ(y))

12 3xP(x) NE11

13 P(x)=Vvyaly) AE2 1

1 4 VyQ(y) JE2,3
5 Donc (IxP(x) A (P(x) = VyQ(y))) = VyQy) =114

S. Devismes et al (Grenoble I) Déduction Naturelle: quanticateurs et égalité 25 novembre 2008 16 /54



Exemples
°

Usage incorrect de la regle JE

1 1 Supposons IxP(x) A (P(x) = VyQ(y))

1 2 3xP(x) AE1 1

13 P(x)=vyQ(y) AE21

14 YyQ(y) JE2,3
5 Donc (IxP(x) A (P(x) = VyQ(¥))) = VyQ(y) =114

Soit / l'interprétation de domaine {0,1} avec P, = Q,; = {0} et I'état e ou
x = 1. Lassignation /e rend faux cette « conclusion ».
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Exemples
°

Usage incorrect de la regle JE

1 1 Supposons IxP(x) A (P(x) = YyQ(y))

1 2 3xP(x) AE1 1

13 P(x)=vyQ(y) AE21

1 4 vya(y) 3E 2, 3 ERREUR
5 Donc (IxP(x) A (P(x) = VyQ(y))) = VyQy) =114

Soit / l'interprétation de domaine {0,1} avec P, = Q; = {0} et I'état e ol
x = 1. Lassignation /e rend faux cette « conclusion ».

On n’a pas respecté la condition que le contexte de chaque prémisse de la
regle ne doit pas dépendre de x.
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Exemples
°

Prouvons —VxA = dx—A (loi de Morgan)
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Exemples
°

Prouvons —VxA = dx—A (loi de Morgan)

1 1 Supposons —VxA
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Exemples
°

Prouvons —VxA = dx—A (loi de Morgan)

1 Supposons —VxA
,2 2

Supposons —3Ix—A
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Exemples
°

Prouvons —VxA = dx—A (loi de Morgan)

1 1 Supposons —VxA
1,2 2  Supposons —dx—A
1,2,3 3 Supposons —A

S. Devismes et al (Grenoble I) Déduction Naturelle: quanticateurs et égalité
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Exemples
°

Prouvons —VxA = dx—A (loi de Morgan)

1 1 Supposons —VxA

1,2 2 Supposons —Ix—A

1,2,3 3 Supposons —A

1,2,3 4 dx-A 13, x

@ Alaligne 4, on a utilisé le fait que —A peut étre vue comme le
résultat de la substitution de x par x dans —A et gu’une variable
est toujours libre pour elle-méme dans une formule.
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Exemples
°

Prouvons —VxA = dx—A (loi de Morgan)

1 1 Supposons —VxA

1,2 2 Supposons —Ix—A

1,2,3 3 Supposons —A

1,2,3 4 dx-A /3, x
1,2,3 5 1 =E24

@ Alaligne 4, on a utilisé le fait que —A peut étre vue comme le
résultat de la substitution de x par x dans —A et gu’une variable
est toujours libre pour elle-méme dans une formule.
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Exemples
°

Prouvons —VxA = dx—A (loi de Morgan)

1 1 Supposons —VxA

1,2 2 Supposons —Ix—A

1,2,3 3 Supposons —A

1,2,3 4 dx-A /3, x
1,2,3 5 1 =E24
1,2 6 Donc A =13,5

@ Alaligne 4, on a utilisé le fait que —A peut étre vue comme le
résultat de la substitution de x par x dans —A et gu’une variable
est toujours libre pour elle-méme dans une formule.
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Exemples
°

Prouvons —VxA = dx—A (loi de Morgan)

1 1 Supposons —VxA

1,2 2 Supposons —Ix—A

1,2,3 3 Supposons —A

1,2,3 4 dx-A /3, x
1,2,3 5 1 =E24
1,2 6 Donc A =13,5
1,2 7 A Raa 6

@ Alaligne 4, on a utilisé le fait que —A peut étre vue comme le
résultat de la substitution de x par x dans —A et gu’une variable
est toujours libre pour elle-méme dans une formule.
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Exemples
°

Prouvons —VxA = dx—A (loi de Morgan)

1 1 Supposons —VxA

1,2 2 Supposons —Ix—A

1,2,3 3 Supposons —A

1,2,3 4 dx-A /3, x
1,2,3 5 1 =E24
1,2 6 Donc A =13,5
1,2 7 A Raa 6
1,2 8 VxA V17

@ Alaligne 4, on a utilisé le fait que —A peut étre vue comme le
résultat de la substitution de x par x dans —A et gu’une variable
est toujours libre pour elle-méme dans une formule.
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Exemples
°

Prouvons —VxA = dx—A (loi de Morgan)

1 1 Supposons —VxA

1,2 2 Supposons —Ix—A

1,2,3 3 Supposons —A

1,2,3 4 dx-A /3, x
1,2,3 5 1 =E24
1,2 6 Donc A =13,5
1,2 7 A Raa 6
1,2 8 VxA V17

1,2 9 1 =E1,8

@ Alaligne 4, on a utilisé le fait que —A peut étre vue comme le
résultat de la substitution de x par x dans —A et gu’une variable
est toujours libre pour elle-méme dans une formule.
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Exemples
°

Prouvons —VxA = dx—A (loi de Morgan)

1 1 Supposons —VxA

1,2 2 Supposons —3Ix—A

1,2,3 3 Supposons —A

1,2,3 4 dx—A /3, x
1,2,3 5 L =E24
1,2 6 Donc =——A =13,5
1,2 7 A Raa 6
1,2 8 VxA vI7

1,2 9 L =E1,8
1 10 Donc ——dx—A =12,9

@ Alaligne 4, on a utilisé le fait que —A peut étre vue comme le
résultat de la substitution de x par x dans —A et gu’une variable
est toujours libre pour elle-méme dans une formule.
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Exemples
°

Prouvons —VxA = dx—A (loi de Morgan)

1 1 Supposons —VxA

1,2 2 Supposons —3Ix—A

1,2,3 3 Supposons —A

1,2,3 4 dx—A /3, x
1,2,3 5 L =E24
1,2 6 Donc =——A =13,5
1,2 7 A Raa 6
1,2 8 VxA vI7

1,2 9 L =E1,8
1 10 Donc ——dx—A =12,9
1 11 dx-A Raa 10

@ Alaligne 4, on a utilisé le fait que —A peut étre vue comme le
résultat de la substitution de x par x dans —A et gu’une variable
est toujours libre pour elle-méme dans une formule.
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Exemples
°

Prouvons —VxA = dx—A (loi de Morgan)

1 1 Supposons —VxA

1,2 2  Supposons —Ix—A

1,2,3 3 Supposons —A

1,2,3 4 dx—A 13, x
1,2,3 5 L =E24
1,2 6 Donc ——A =13,5
1,2 7 A Raa 6
1,2 8 VxA V17

1,2 9 1 =E1,8
1 10 Donc ——3dx—A =12,9
1 11 dx—-A Raa 10

12 Donc “VxA=dx-A =11, 11

@ Alaligne 4, on a utilisé le fait que —A peut étre vue comme le
résultat de la substitution de x par x dans —A et gu’une variable
est toujours libre pour elle-méme dans une formule.
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Regle de la copie

@ Regle de la copie
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Regle de la copie
.

Définition

La régle de copie consiste a déduire d’'une formule, une autre formule
égale au changement prés des variables liées.

Rappel : Deux formules sont égales a un changement prés de
variables liées si on peut obtenir 'une a partir de I'autre par des
remplacements de sous-formules, de la forme QxA par

QyA < x := y > ou Q est un quantificateur et y est une variable qui ne
figure pas dans QxA.
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Regle de la copie
.

Définition

La régle de copie consiste a déduire d’'une formule, une autre formule
égale au changement prés des variables liées.

Rappel : Deux formules sont égales a un changement prés de
variables liées si on peut obtenir 'une a partir de I'autre par des
remplacements de sous-formules, de la forme QxA par

QyA < x := y > ou Q est un quantificateur et y est une variable qui ne
figure pas dans QxA.

Théoréme (admis)

Soient A et A’ deux formules copies I'une de l'autre. Il a une preuve de
A dans I'environnement A’.
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Regle de la copie
)

Regle dérivée

Dans le slide suivant, nous montrons que la regle de copie est une
regle dérivée, c’est-a-dire que son emploi peut étre remplacé par une
preuve (parfois longue) en absence de cette regle.

’ La régle de copie est la seule regle dérivée que nous autorisons.

Déduction Naturelle: quanticateurs et égalité 25 novembre 2008 20/54
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Regle de la copie
.

Preuve sans regle de copie de Ixp(x) = Jyp(y)
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Regle de la copie
.

Preuve sans regle de copie de Ixp(x) = Jyp(y)

1 1 supposons 3IxP(x)
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Regle de la copie
.

Preuve sans regle de copie de Ixp(x) = Jyp(y)

1 supposons IxP(x)
,2 2 supposons P(x)

1
1
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Regle de la copie
.

Preuve sans regle de copie de Ixp(x) = Jyp(y)

1 1 supposons 3xP(x)
1,2 2 supposons P(x)
1,2 3

JyP(y) Jl2, x
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Regle de la copie
.

Preuve sans regle de copie de Ixp(x) = Jyp(y)

supposons IxP(x)

supposons P(x)

JyP(y) Jl2, x
donc P(x) = JyP(y) =12,3

_ 1
NN
A WO =
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Regle de la copie
.

Preuve sans regle de copie de Ixp(x) = Jyp(y)

1 1 supposons 3xP(x)

1,2 2 supposons P(x)

1,2 3 3yP(y) 3l 2, x
1 4 donc P(x)=-3dyP(y) =12,3
1 5 dyP(y) JE1, 4
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Regle de la copie

Preuve sans regle de copie de Ixp(x) = Jyp(y)

S. Devismes et al (Grenoble I)
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supposons IxP(x)
supposons P(x)
FyP(y)

donc P(x) = 3yP(y)
FyP(y)

donc 3xP(x) = JyP(y)

Déduction Naturelle: quanticateurs et égalité

d1 2, x
=12,3
JE1, 4
=11,5
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Les régles de I'égalité

© Les regles de I'égalité
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Les régles de I'égalité
°

Réflexivité et Congruence

Deux regles caractérisent I'égalité : un terme est égal a lui-méme et si
deux termes sont égaux, on peut les remplacer I'un par l'autre.

— réflexivité t est un terme

~
Il
~

W congruence | s et t sont deux termes libres pour la

variable x dans la formule A
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Les régles de I'égalité
.

Exemple : Prouvons que s =t = t = s (symétrie)
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Les régles de I'égalité
.

Exemple : Prouvons que s =t = t = s (symétrie)

1 1 supposonss=t
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Les régles de I'égalité
.

Exemple : Prouvons que s =t = t = s (symétrie)

1 1 supposonss=t
1 2 s=s réflexivité
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Les régles de I'égalité
.

Exemple : Prouvons que s =t = t = s (symétrie)

1 1 supposonss=t

1 2 s=s réflexivité

1 3 t=s congruence 1,2 (s=s)=(x=s)<x:=s>
(t=s)y=(x=s)<x:=t>
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Les régles de I'égalité
.

Exemple : Prouvons que s =t = t = s (symétrie)

1 1 supposonss=t
1 2 s=s réflexivité
1 3 t=s congruence 1,2 (s=s)=(x=s)<x:=s>

(t=s)=(x=s)<x:=t>
3 doncs=t=t=s =I11,3

S. Devismes et al (Grenoble I)
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Les régles de I'égalité
.

Exemple : Prouvons que s =t = t = s (symétrie)

1 1 supposonss=t
1 2 s=s réflexivité
1 38 t=s congruence 1,2 (s=s)=(x=s)<x:=s>

(t=s)=(x=s)<x:=t>
3 doncs=t=t=s =11,3

Remarque : Notons que la variable x ne figure pas dans la preuve, elle ne
fait que marquer I'endroit ou fait le remplacement de s par t. Dans les
prochains exemples, on se contentera de souligner cet endroit.

S. Devismes et al (Grenoble I)
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Les régles de I'égalité
.

Exemple : Prouvons que s =t At = u = s = u (transitivité)
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Les régles de I'égalité
.

Exemple : Prouvons que s =t At = u = s = u (transitivité)

1 1 supposonss=tAt=u
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Les régles de I'égalité
.

Exemple : Prouvons que s =t At = u = s = u (transitivité)

1 1 supposonss=tAt=u
1 2 s=t AE1 1
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Les régles de I'égalité
.

Exemple : Prouvons que s =t At = u = s = u (transitivité)

1 1 supposonss=tAt=u
1 2 s=t AE1 1
1 3 t=u AE2 1
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Les régles de I'égalité
.

Exemple : Prouvons que s =t At = u = s = u (transitivité)

1 1 supposonss=_ItAt=u

1 2 s=t AE1 1

1 83 t=u AE2 1

1 4 s=u congruence 3, 2
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Les régles de I'égalité
.

Exemple : Prouvons que s =t At = u = s = u (transitivité)

1 1 supposonss=tAt=u

1 2 s=t AE1 1

1 8 t=u AE2 1

1 4 s=u congruence 3, 2
5

doncs=tAt=u=s=u =l1,4
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Tactiques de preuves

e Tactiques de preuves
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Tactiques de preuves
°

Introduction

@ Nous voyons tout d’abord deux tactiques de preuves pour les
regles V/ et 9E :
© Raisonner en avant avec une hypothése d’existence,
@ Raisonner en arriere pour généraliser.

@ Nous appliguons ces tactiques a un exemple.

e Dans cet exemple, nous reverrons aussi des tactiques de preuve
pour les connectives.
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Tactiques de preuves
°

Raisonner en avant avec une hypothése d’'existence

Soit [ un ensemble de formules, x une variable, A et B des formules.

Supposons que I'on cherche une preuve de C dans I'environnement
I, AxA.
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Tactiques de preuves
°

Raisonner en avant avec une hypothése d’'existence

Soit ' un ensemble de formules, x une variable, A et B des formules.

Supposons que I'on cherche une preuve de C dans I'environnement
I, dxA.

Deux cas possibles :
@ x n’est libre ni dans I, ni dans C.

@ x estlibredans [ ou C.
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Tactiques de preuves
°

18" cas : x n’est libre nidans I, nidans C

Dans ce cas, la preuve peut toujours s’écrire :

supposons A
preuve de C dans I'environnement ', A

doncA=C =l1,_
C JE
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Tactiques de preuves
.

28Me cag - x est libre dans I ou C

On choisit une variable y « nouvelle », c’est-a-dire non libre dans I', C
et absente de A, puis on se raméne au cas précédent, via la regle de
copie.

La preuve s’écrit alors :
dJyA< x =y > copie de IxA

supposons A< x :=y >
preuve de C dans I'environnement A< x :=y >

doncA<x:=y>=C =I1_
C JE
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Tactiques de preuves
.

Remarques

La recherche de la preuve initiale a été réduite a la recherche d’'une
preuve dans un environnement plus simple.

C’est exactement le mode de raisonnement appliqué dans les cours
de mathématiques quand on cherche une preuve d’'une formule C
avec I'hypothése 3xP(x). On introduit une constante « nouvelle » a
vérifiant P(a) et on prouve C sous I'hypothése P(a).
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Tactiques de preuves
°

Raisonner en arriere pour généraliser

Supposons que I'on cherche une preuve de VxA dans I'environnement
I.
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Tactiques de preuves
°

Raisonner en arriere pour généraliser

Supposons que I'on cherche une preuve de VxA dans I'environnement
I.
Deux cas possibles :

@ x n'est pas libre dans I'.

@ x estlibre dans I.
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Tactiques de preuves
.

1°" cas : x n'est pas libre dans I

preuve de A dans I'environnement [

VxA VI
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Tactiques de preuves
°

28Me oas - x est libre dans I

On choisit une variable y « nouvelle », c’est-a-dire non libre dans I,
puis on se ramene au cas précédent, via la régle de copie.

La preuve s’écrit alors :

] preuve de A < x := y > dans I'environnement I

VXA< x:=y> VI
VXA copie de la formule précédente
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Tactiques de preuves
.

Remarque

La recherche de la preuve initiale a été réduite a la recherche d’'une
preuve dans un environnement plus simple.

C’est exactement le mode de raisonnement appliqué dans les cours
de mathématiques quand on cherche une preuve de VxP(x). On
introduit une constante « nouvelle » a et on prouve P(a). Puis 'on
ajoute : puisque le choix de a est arbitraire, on a VxP(x).
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Tactiques de preuves
.

Un exemple d’application des tactiques

On peut définir la notation « il existe un et un seul x » (en bref 3!x)
par :

1 3IxP(x) = Ix(P(x) AVy(P(y) = x = y)).
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Tactiques de preuves
.

Un exemple d’application des tactiques

On peut définir la notation « il existe un et un seul x » (en bref 3!x)
par :

1 3AIxP(x) = Ix(P(x) AVy(P(y) = x =y)).
En séparant I'existence de x et son unicité, on peut aussi la définir
par :

2 JIxP(x) = 3IxP(x) AVxVy(P(x) AP(y) = x = y).

Ces deux définitions sont bien sir équivalentes et on montre ici
formellement que la premiére implique la deuxiéme.
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Tactiques de preuves
.

Un exemple d’application des tactiques

On peut définir la notation « il existe un et un seul x » (en bref 3!x)
par :

1 3AIxP(x) = Ix(P(x) AVy(P(y) = x =y)).
En séparant I'existence de x et son unicité, on peut aussi la définir
par :

2 3AIxP(x) = IxP(x) ANYxVy(P(x) AP(y) = x =y).

Ces deux définitions sont bien s(r équivalentes et on montre ici
formellement que la premiére implique la deuxiéme.

Comme la preuve est longue, nous allons la décomposer.
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Tactiques de preuves
°

Plan de la preuve

Pour prouver
X(P(x)AYY(P(y) = x =y)) = IxP(x) ANVxVy(P(x) AP(y) = x =)

On applique les deux tactiques suivantes :

@ Pour prouver A= B, supposer A et déduire B

@ Pour prouver AA B, prouver A et prouver B.
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Tactiques de preuves
°

Plan de la preuve

Pour prouver

X(P(x)AYy(P(y) = x =y)) = 3IxP(x) A\VxVy(P(x) AP(y) = x =)
On applique les deux tactiques suivantes :
@ Pour prouver A= B, supposer A et déduire B

@ Pour prouver AA B, prouver A et prouver B.

Ce qui nous donne :

1 supposons 3x(P(x) AVy(P(y) = x =y))
preuve de 3xP(x) dans I'environnement 1
preuve de VxVy(P(x) A P(y) = x = y) dans l'environnement 1

IxP(x) NYxVy(P(x) AP(y) = x=y) Al
donc Ix(P(x) AVy(P(y) = x =y)) = IxP(x) A\VXVy(P(X)AP(y) = x=y) =l
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Tactiques de preuves
°

Application de la tactique utilisant une hypothese d’existence

On utilise cette tactique pour prouver

JxP(x) dans I'environnement de Ix(P(x) AVy(P(y) = x =y))
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Tactiques de preuves
°

Application de la tactique utilisant une hypothese d’existence

On utilise cette tactique pour prouver

JxP(x) dans I'environnement de 3x(P(x) AVy(P(y) = x=y))

Ce qui nous donne :

référence formule
i Ix(P(X)AVy(P(y) = x =y))

1 supposons P(x) AVy(P(y) = x =)

2 P(x) AE1 1
3 AxP(x) 12, x
3 donc P(x)AVy(P(y) = x=y)= 3xP(x) =112
4 AxP(x) JEi, 3
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Tactiques de preuves
°

Application de la tactique pour obtenir une conclusion
générale : Plan de preuve

Pour prouver VxVy(P(x) A P(y) = x = y) dans 'environnement
X(P(x)AVy(P(y) = x=y))

On applique, les tactiques suivantes :

@ «raisonner en avant en utilisant d’une hypothése existentielle ».
@ Pour prouver A= B, supposer A et déduire B

@ «raisonner en arriére pour obtenir une conclusion générale ».
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Tactiques de preuves

Application de la tactique pour obtenir une conclusion
générale : Preuve

référence  formule

i I(P(X) Ay (Ply) = x =y))

1 supposons P(x) AVy(P(y) = x=y)

2 supposons P(u) A P(y)

3 Vy(P(y) = x=y) AE21

4 P(u) AE1 2

5 Pluy=x=u VE 3, u

6 X=u =E4,5

7 P(y) AE2 2

8 P(y)=x=y VE 3, y

9 X=y =E7,8

10 u=y congruence 6, 9
11 donc P(U)AP(y)=u=y =12,10
12 Vy(P(U)AP(y) = u=y) VI 11

13 Yuvy(P(u)AP(y) = u=y) V12

14 VxVy(P(X)AP(y) = x=y) copie de 13
15 donc (P(x) AVy(P(y) = x=y)) = VxVy(P(x)AP(y) = x=y) =11,13
16 VxVy(P(X)ANP(y) = x=y) JEi, 14

S. Devismes et al (Grenoble I)
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Tactiques de preuves
.

Conclusion

Comme on peut le voir sur 'exemple précédent, toute la difficulté des
preuves est concentrée autour des regles VE et dl :
@ dans le raisonnement en avant, il faut trouver les bonnes

instanciations des formules commengant par un quantificateur
existentiel

@ dans le raisonnement en arriére, il faut trouver la bonne instance
permettant de déduire une formule commengant par un
quantificateur universel

S. Devismes et al (Grenoble I) Déduction Naturelle: quanticateurs et égalité 25 novembre 2008 41/54



Cohérence du systéeme

e Cohérence du systeme
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Cohérence du systéeme
.

Introduction

Nous allons maintenant démontrer la cohérence du systéme.

Nous rappelons que d’admettons sans preuve la complétude du
systeme.
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Cohérence du systéeme
°

Cette preuve va utiliser deux résultats vu dans la premiére partie du
cours sur la logique du premier ordre :

théoreme 1

Soit A une formule et t un terme libre pour la variable x dans A . Soit /
une interprétation et e un état de l'interprétation. Nous avons :
[A<x:=t>]ie = [Allgjx=a] 0U d = [[t]]e-

corollaire 1

| A\

Soit A une formule et { un terme libre pour x dans A.
Les formules VXA = A< x :=t > et A< x := t >= JxA sont valides. |
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Cohérence du systéeme
]

Propriétés de la conséquence

Cette preuve va aussi utiliser les deux propriétés suivantes que nous
allons démontrer :

propriéteé 1

Soit [' un ensemble de formules, x une variable et A une formule.
Supposons que x n'est pas libre dans I', alorson a :
I = Asietseulementsil = VxA

propriété 2

Soit ' un ensemble de formules, x une variable, A et B deux formules.
Supposons que x n’est libre ni dans I, ni dans B, alors on a :
= A= Bsietseulementsil |=(3xA) = B
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Cohérence du systéeme
°

Preuve de la propriété 1

= Supposons que [ = A.

Soit / une interprétation et e un état tels que /e est modéle de I'.
Puisque x n’est pas libre dans I', pour tout état f identique a e
sauf pour la valeur de x, If et le donnent la méme valeur aux
formules de I, donc /f est modéle de I'.

Puisque I = A, pour tout état f identique & e sauf pour la valeur
de x, If est modéle de A, donc /e est modéle de VxA.
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Cohérence du systéeme
°

Preuve de la propriété 1

= Supposons que [ = A.

Soit / une interprétation et e un état tels que /e est modéle de I'.
Puisque x n’est pas libre dans I', pour tout état f identique a e
sauf pour la valeur de x, If et le donnent la méme valeur aux
formules de I, donc /f est modéle de I'.

Puisque I = A, pour tout état f identique & e sauf pour la valeur
de x, If est modéle de A, donc /e est modéle de VxA.

< Supposons que ' = VxA.

Puisque la formule YxA =- A est valide (d’aprés le corollaire 1),
onal=A
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Cohérence du systéeme
°

Preuve de la propriété 2

= Supposons que [ = A= B.

Soit / une interprétation et e un état tels que /e est modéle de I'.
Puisque x n’est pas libre dans I, pour tout état f identique a e sauf pour
la valeur de x, If et le donnent la méme valeur aux formules de I', donc
If est modéle de I'.

Puisque I = A= B, pour tout état f identique & e sauf pour la valeur
de x, If est modéle de A = B. Supposons que /e est modeéle de JxA, il
existe g identique a e sauf pour la valeur de x tel que Ig est modéle de
A.

Puisque pour tout état f identique a e sauf pour la valeur de x, If est
modeéle de A = B, alors Ig est modéle de B.

Puisque x n’est pas libre dans B, le est modéle de B.

S. Devismes et al (Grenoble I) Déduction Naturelle: quanticateurs et égalité 25 novembre 2008 47 /54



Cohérence du systéeme
°

Preuve de la propriété 2

= Supposons que [ = A= B.

Soit / une interprétation et e un état tels que /e est modéle de I'.
Puisque x n’est pas libre dans I, pour tout état f identique a e sauf pour
la valeur de x, If et le donnent la méme valeur aux formules de I', donc
If est modéle de I'.

Puisque I = A= B, pour tout état f identique & e sauf pour la valeur
de x, If est modéle de A = B. Supposons que /e est modeéle de JxA, il
existe g identique a e sauf pour la valeur de x tel que Ig est modéle de
A.

Puisque pour tout état f identique a e sauf pour la valeur de x, If est
modeéle de A = B, alors Ig est modéle de B.

Puisque x n’est pas libre dans B, le est modéle de B.

<« Supposons que [ = (IxA) = B.

Puisque la formule A = (3xA) est valide (d’aprés le corollaire 1), on a
NN=A=B.
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Cohérence du systéeme
°

Plan de la preuve de coh

On prouve maintenant la cohérence : si une formule est déduite d'un
environnement de formules alors elle en est une conséquence.
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Cohérence du systéeme
°

Plan de la preuve de cohérence

On prouve maintenant la cohérence : si une formule est déduite d'un
environnement de formules alors elle en est une conséquence.

Soit [ un ensemble de formules. Soit P une preuve de A dans cet
environnement.

Soit C; la conclusion et H; le contexte de la i-eéme ligne de la preuve P.
Rappelons que les lignes d’'une preuve sont numérotées a partir de 1 et que
Hp est la liste vide.

Notons par I', H; 'ensemble des formules de 'ensemble I et de la liste H;.
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Cohérence du systéeme
°

Plan de la preuve de cohérence

On prouve maintenant la cohérence : si une formule est déduite d’'un
environnement de formules alors elle en est une conséquence.

Soit [ un ensemble de formules. Soit P une preuve de A dans cet
environnement.

Soit C; la conclusion et H; le contexte de la i-eme ligne de la preuve P.
Rappelons que les lignes d’une preuve sont numérotées a partir de 1 et que
Hp est la liste vide.

Notons par I', H; 'ensemble des formules de 'ensemble I et de la liste H;.

HR : Supposons que pour tout i o 0 < i < k, I, H; = C;.

Montrons que, pour 0 < k, I', Hx = Cx.
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Cohérence du systéeme
°

Plan de la preuve de cohérence

On prouve maintenant la cohérence : si une formule est déduite d’'un
environnement de formules alors elle en est une conséquence.

Soit [ un ensemble de formules. Soit P une preuve de A dans cet
environnement.

Soit C; la conclusion et H; le contexte de la i-eme ligne de la preuve P.
Rappelons que les lignes d’une preuve sont numérotées a partir de 1 et que
Hp est la liste vide.

Notons par I', H; 'ensemble des formules de 'ensemble I et de la liste H;.

HR : Supposons que pour tout i ol 0 < i < k, I', H; |= C;.

Montrons que, pour 0 < k, I', Hx = Cx.

On examine uniquement le cas des nouvelles régles et pour simplifier on ne
fait pas de distinctions entre deux formules égales aux abréviations prés de
la négation et de I'équivalence.
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La régle VI

Supposons que Cx = VxA et que cette ligne a été déduite, par la regle
VI, de laformule Aavec A=C;et0<i< kouAel.

Si A= C; et 0 < i< k, par hypothése de récurrence on a, I', H; = A.
SiAcTalorsT = A

Puisque Hy est la liste vide, il existe i ol 0 < i < k tel que ', H; = A.

D’aprés les conditions d’application de la régle, x n’est pas libre
dans I', H;.
Donc, d’apreés la propriété 1, on a aussi I', H; |= VxA.

Puisque la ligne i est utilisable sur la ligne k — 1 et que Hy est la liste
vide, H; est préfixe de Hy_1.

Puisque le contexte n’est pas modifié par la ligne k, on a Hx_1 = Hk,
donc ', Hy = Cy. O
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La régle VE

Supposons que Cx = A < x :=t > et que cette ligne a été déduite, par
la reégle VE, de la formule VxA avec VXA=Cjet0 <i< kouVxAeT.

Par hypothése de récurrence ou parce que Hp est la liste vide, il
existe i ol 0 < i< ktelque ', H; = VxA

D’aprés les conditions d’applications de la régle, le terme t est
libre pour la variable x dans la formule A.

Donc, d’aprés le corollaire 1, la formule VXA = A < x :=t > est
valide et parsuite [, HiEFA< x:=1>.

Puisque la ligne i est utilisable sur la ligne k — 1, et que Hy est la liste
vide, H; est préfixe de Hy_1.

Puisque le contexte n’est pas modifié par la ligne k, on a Hx_1 = Hk,
donc ', Hy = Cy. O
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La regle

Supposons que Cx = JxA et que cette ligne a été déduite, par la régle
dl,delaformule A< x:=t>avec A< x:=t>=Cjet0<i<kou
A<x:=t>el.

Par hypothése de récurrence ou parce Hj est la liste vide, il existe
iol0<i<ktelquelHHEA<x:=t>

D’aprés les conditions d’applications de la régle, le terme t est
libre pour la variable x dans la formule A.

Donc, d’aprés le corollaire 1, la formule A < x :=t >=- dxA est
valide et par suite I, H; = 3xA.

Puisque la ligne i est utilisable sur la ligne kK — 1, et que Hj est la liste
vide, H; est préfixe de Hy_1.

Puisque le contexte n’est pas modifié par la ligne k, on aon a

Hk,1 = Hk, donc I_, Hk ‘: Ck. O
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La regle dE

Supposons que Cx = B et que cette formule a été déduite, par la régle
JE, de la formule 3xAavec xA=C;jet0< i< koudxAc [ etdela
formule A= Bavec A= B=Cjet0<j<kouA=Bel.

Par hypothése de récurrence ou parce H, est la liste vide, il existe
ietjtelsque 0 <i<k,0<j<k, I Hi}=3xAetl|H=A=B.

D’aprés les conditions d’application de la régle, x n’est libre ni
dans I', H;, nidans B
Donc, d’aprés la propriété 1, on a aussi I', H; = (3xA) = B.

Puisque les lignes i et j sont utilisables sur la ligne k — 1, et que Hyp est
la liste vide, H; et H; sont préfixes de Hk_.

Puisque le contexte n’est pas modifie par la ligne k, on a Hx_1 = Hk,
donc I, Hk = 3xA et I, Hy = (3xA) = B.

Par suite ', Hx = Cx. O
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Réflexivite

Supposons que Cx = (t =1t).

Puisque cette formule est valide (dans le sens attribué a I'égalité),
I, Hy ‘: Cy. O
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Congruence

Supposons que Cx = A < x :=t > et que cette ligne a été déduite,
par la régle de congruence, de la formule s = t avec (s =t) = C; et
0<i<kou(s=t)eTl etdelaformule A< x:=s> avec
A<x:=s>=Ciet0<j<kouA<x:=s>el.

Par hypothése de récurrence ou parce Hj est la liste vide, il existe
ietjtelsque 0<i<k, 0<j<k T HE=(s=t)et
MHEA<x:=s>.

Puisque les lignes i et j sont utilisables sur la ligne k — 1, et que Hyp est
la liste vide, H; et H; sont préfixes de Hk_ 4.

Puisque le contexte n’est pas modifie par la ligne k, on a Hx_1 = Hk,
donc M Hk = (s=t)etl Hk FA< x:=s>.

D’apres le théoréme 1 et les conditions d’application de la régle,
ona:s=tA<x:=s>FEA<x:=t>

Par suite ', Hx = Cx. O
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