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Introduction
.

Usage

La logique du premier ordre permet de modéliser des structures
comportant :

@ un seul domaine,
@ des fonctions sur le domaine, et

@ des relations sur le domaine.
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Introduction
.

Structure de la logique du premier ordre

Deux catégories :
@ les termes qui dénotent des éléments du domaine, et

@ les formules qui décrivent des propriétés des relations et des
fonctions.
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Introduction
.

Structure de la logique du premier ordre

Deux catégories :
@ les termes qui dénotent des éléments du domaine, et

@ les formules qui décrivent des propriétés des relations et des
fonctions.

Exemples :
@ le terme pere(x) désigne le pére de x,

@ la formule Vx3y parent(y, x) indique que tout individu a un
parent.
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Formules

e Formules
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Formules
.

Vocabulaire

Pour écrire les formules, on dispose du vocabulaire suivant :
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Formules
.

Vocabulaire

Pour écrire les formules, on dispose du vocabulaire suivant :

@ les variables : suite de lettres et de chiffres commencant par une
des minuscules u,v,w,x,y,z. Par exemple, x, x1,x2, y sont des
variables
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Formules
.

Vocabulaire

Pour écrire les formules, on dispose du vocabulaire suivant :

@ les variables : suite de lettres et de chiffres commencant par une
des minuscules u,v,w,x,y,z. Par exemple, x, x1,x2, y sont des
variables

@ les symboles ordinaires : suite de lettres et de chiffres ne
commengant pas par une des minuscules u,v,w,x,y,z
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Formules
.

Vocabulaire

Pour écrire les formules, on dispose du vocabulaire suivant :

@ les variables : suite de lettres et de chiffres commencant par une
des minuscules u,v,w,x,y,z. Par exemple, x, x1,x2, y sont des
variables

@ les symboles ordinaires : suite de lettres et de chiffres ne
commengant pas par une des minuscules u,v,w,x,y,z

© les symboles spéciaux : +, —,x, /, =, #, <, <, >, >, ...
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Formules
.

Vocabulaire

Pour écrire les formules, on dispose du vocabulaire suivant :

@ les variables : suite de lettres et de chiffres commencant par une
des minuscules u,v,w,x,y,z. Par exemple, x, x1,x2, y sont des
variables

@ les symboles ordinaires : suite de lettres et de chiffres ne
commengant pas par une des minuscules u,v,w,x,y,z

© les symboles spéciaux : +, —,x, /, =, #, <, <, >, >, ...
© les ponctuations : la virgule et les parentheses
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Formules
.

Vocabulaire

Pour écrire les formules, on dispose du vocabulaire suivant :

@ les variables : suite de lettres et de chiffres commencant par une
des minuscules u,v,w,x,y,z. Par exemple, x, x1,x2, y sont des
variables

les symboles ordinaires : suite de lettres et de chiffres ne
commengant pas par une des minuscules u,v,w,x,y,z

les symboles spéciaux : +, —, , /,=,#,<,<,>,>, ...
les ponctuations : la virgule et les parenthéses

000 O

les connectives =, \,V, =, &
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Formules
.

Vocabulaire

Pour écrire les formules, on dispose du vocabulaire suivant :

@ les variables : suite de lettres et de chiffres commencant par une
des minuscules u,v,w,x,y,z. Par exemple, x, x1,x2, y sont des
variables

les symboles ordinaires : suite de lettres et de chiffres ne
commengant pas par une des minuscules u,v,w,x,y,z

les symboles spéciaux : +, —, , /,=,#,<,<,>,>, ...
les ponctuations : la virgule et les parenthéses
les connectives =, \,V, =, &

©000 O

le quantificateur universel V
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Formules
.

Vocabulaire

Pour écrire les formules, on dispose du vocabulaire suivant :

@ les variables : suite de lettres et de chiffres commencant par une
des minuscules u,v,w,x,y,z. Par exemple, x, x1,x2, y sont des
variables

les symboles ordinaires : suite de lettres et de chiffres ne
commengant pas par une des minuscules u,v,w,x,y,z

les symboles spéciaux : +, —, , /,=,#,<,<,>,>, ...
les ponctuations : la virgule et les parenthéses
les connectives =, \,V, =, &

le quantificateur universel V

0000 O

le quantificateur existentiel 3
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Formules
.

Vocabulaire

Pour écrire les formules, on dispose du vocabulaire suivant :

@ les variables : suite de lettres et de chiffres commengant par une
des minuscules u,v,w,x,y,z. Par exemple, x, x1,x2, y sont des
variables

les symboles ordinaires : suite de lettres et de chiffres ne
commengant pas par une des minuscules u,v,w,x,y,z

les symboles spéciaux : +, —, , /, =, #, <, <, >, >, ...
les ponctuations : la virgule et les parenthéses

les connectives -, A\, V, =, &

le quantificateur universel ¥V

0000 O

le quantificateur existentiel 3

Remarque : un symbole est un symbole ordinaire ou spécial
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Formules

@ un symbole ordinaire ou une variable est un terme

@ sity,...t; sont des termes et si s est un symbole alors
s(t,...t) estun terme
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Formules

@ un symbole ordinaire ou une variable est un terme

@ sitfy,...t;, sont des termes et si s est un symbole alors
s(t,...t,) estun terme

Exemples :
@ La variable x,
@ Le symbole ordinaire a,
o f(x1,x2,9(y))
o +(x,x(y,2)).
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Formules
°

Formule atomique

@ T et L sont des formules atomiques
@ un symbole ordinaire est une formule atomique

@ sitfy,...t, sont des termes et si s est un symbole alors
s(t,...t,) est une formule atomique
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Formules
°

Formule atomique

@ T et | sontdes formules atomiques
@ un symbole ordinaire est une formule atomique

@ sity,...t; sont des termes et si s est un symbole alors
s(ty,...t,) est une formule atomique

Exemples :
@ x n’est pas une formule atomique
@ a, f(x1,x2,9(y)) et +(x,*(y, z)) sont des formules atomiques
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Formules
°

Formule (stricte)

@ une formule atomique est une formule
@ si A est une formule alors —A est une formule

@ si A et B sont des formules et si o est une des opérations
V,\,=,< alors (Ao B) est une formule

@ si A est une formule et si x une variable quelconque alors Vx A
et dx A sont des formules
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Formules
°

Formule (stricte)

@ une formule atomique est une formule

@ si A est une formule alors —A est une formule

@ si A et B sont des formules et si o est une des opérations
V,A\,=,< alors (Ao B) est une formule

@ si A est une formule et si x une variable quelconque alors Vx A
et dx A sont des formules

Parmi ces expressions, lesquelles sont des formules strictes :
'

a

(a(x) = b)Na(x)=b

Ax((L = a(x)) Ab(x))

3XHy < (_(va)a +(a7y))

((a<b)=((2xb) > (2xa)))
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Avec priorités
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Avec priorités
°

Abréger I'écriture des termes

Dans une formule a priorité, on pourra écrire les symboles de
fonctions +, —, %, / de la maniére usuelle.

@ On abrege le terme +(x,*(y,z)) en x+y*z

@ La transformation inverse est défini en donnant des priorités
aux symboles +, —, , /
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Avec priorités
°

Abréger I'écriture des formules atomiques

Dans une formule a priorité, on pourra écrire les symboles de
relations de la maniére usuelle.

@ On abrége la formule atomique < (*(3,x),+(y,5)) en
3xx<y+5

@ La transformation inverse est défini en donnant aux symboles
=,#,<,<,>,> des priorités inférieures a celle des symboles
+) —, %, /
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Avec priorités
.

De méme, on décide que les connectives sont moins prioritaires que les relations et
que la priorité des quantificateurs est identique a celle de la négation.

On obtient le tableau suivant ou les priorités sont décroissantes du haut vers le bas :

opérations

—+ unaire

%,/ associatif gauche
-+, — binaire | associatif gauche

relations
=7#<5>,2>
négation, quantificateurs
-,V,3

connectives binaires
associatif gauche
associatif gauche
associatif droit
associatif gauche

Tl <>
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Avec priorités
°

Formule a priorités

@ A est une formule a priorité alors —A est une formule a priorité

@ si A et B sont des formules a priorité alors Ao B est une formule
a priorité

@ si x est une variable et A une formule a priorité alors Vx A et
dx A sont des formules a priorité

@ si A est une formule a priorité alors (A) est une formule a
priorité
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Avec priorités
.

Exemples et représention arbre

@ VxP(x) AVxQ(x) < Vx(P(x) A Q(x)) est une abréviation de
((VxP(x) AVxQ(x)) < Vx(P(x) A Q(x)))
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Avec priorités
.

Exemples et représention arbre

@ VxP(x) AVxQ(x) < Vx(P(x) A Q(x)) est une abréviation de
((VxP(x) AVxQ(x)) < Vx(P(x) A Q(x)))

@ VxVyVz(x <yAy<z=-x<z)estune abréviation de ?
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Avec priorités
.

Exemples et représention arbre

@ VxP(x) AVxQ(x) < Vx(P(x) A Q(x)) est une abréviation de
((VxP(x) AVxQ(x)) < Vx(P(x) AQ(x)))

@ VxVyVz(x <yAy<z= x < z)estune abréviation de
xvyvz((< (x,y)A < (y,2)) =< (x,2))
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Avec priorités
.

Exemples et représention arbre

@ VxP(x) AVxQ(x) < Vx(P(x) A Q(x)) est une abréviation de
((VxP(x) AVXxQ(x)) < Vx(P(x) A Q(x)))

@ VxVyVz(x <yAy<z= x < z)estune abréviation de
Wyvz((< (A < (1,2)) =< (x,2))

Remarque : Dans VxP(x) = Q(x), l'opérande gauche de I'implication est VxP(x).

D’ou la représentation en arbre :
=
Q
X

X%‘u%fg
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libres /liées

Q@ libres /lices
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libres /liées
°

@ Le sens de la formule x +2 = 4 dépend de x : x est libre dans
cette formule
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libres /liées
°

@ Le sens de la formule x +2 = 4 dépend de x : x est libre dans
cette formule

@ Laformule Vx(x +2 = 4) est fausse et la formule
VxVy(x+y =y + x) est vraie indépendamment des valeurs de
de x et y : ces deux formules n’ont pas de variables libres
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libres /liées
[ 1]

Occurences libres et liées

Soit x une variable et A une formule. Dans une formule Vx A ou Jx A,
la portée de la liaison pour x est A.
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Occurences libres et liées

Soit x une variable et A une formule. Dans une formule Vx A ou Jx A,
la portée de la liaison pour x est A.

Une occurrence de x dans une formule est libre si elle n’est pas dans
la portée d’une liaison pour x.
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libres /liées
[ 1]

Occurences libres et liées

Soit x une variable et A une formule. Dans une formule Vx A ou Jx A,
la portée de la liaison pour x est A.

Une occurrence de x dans une formule est libre si elle n’est pas dans
la portée d’une liaison pour x.

Pour voir les occurrences des variables, on dessine I'arbre de formule
en faisant apparaitre Vx et 3x comme des sommets de ces structures.
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libres /liées
oe

La formule VxP(x,y) A 3zR(x,z) donne I'arbre suivant :

VX//\\HZ
VAN

Sur ce type de structure, une occurrence liée de la variable x c’est une occurence en
dessous d’'un sommet Jx ou Vx. Une occurrence de x qui n'est pas sous un tel
sommet est libre.
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libres /liées
oe

La formule VxP(x,y) A 3zR(x, z) donne l'arbre suivant :

vx/A\az
NN

Sur ce type de structure, une occurrence liée de la variable x c’est une occurence en
dessous d’'un sommet 3x ou Vx. Une occurrence de x qui n’est pas sous un tel
sommet est libre.

Dans I'exemple, I'occurrence en gras de x est liée, I'occurrence soulignée de x est

libre. Loccurrence de z est liée.
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libres /liées
.

Variables libres et liées

La variable x est une variable libre d’'une formule si et seulement si il y
a une occurrence libre de x dans la formule.
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libres /liées
.

Variables libres et liées

La variable x est une variable libre d’'une formule si et seulement si il y
a une occurrence libre de x dans la formule.

Dans I'exemple précédent, la formule a comme variables libres x et y.
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libres /liées
.

Variables libres et liées

La variable x est une variable libre d’'une formule si et seulement si il y
a une occurrence libre de x dans la formule.

Dans I'exemple précédent, la formule a comme variables libres x et y.

Une formule sans variable libre est aussi appelée une formule
fermée.
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Interprétation
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Interprétation
]

Déclaration de symbole

Une déclaration de symbole est un triplet noté s9” ou :
@ s estun symbole
@ g une des lettres f (signifiant fonction) ou r (signifiant relation)

@ nest un entier naturel.
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Interprétation
]

Déclaration de symbole

Une déclaration de symbole est un triplet noté s¢” ou :
@ sestun symbole
@ g une des lettres f (signifiant fonction) ou r (signifiant relation)

@ nest un entier naturel.

Exemples :

@ parent™ est une déclaration annongant que parent est employé
comme relation (r) avec 2 arguments

@ 2 est une déclaration annoncant que * va étre employé comme
fonction (f) avec 2 arguments
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Interprétation
]

Déclaration de symbole

Une déclaration de symbole est un triplet noté s9" ou :
@ s estun symbole
@ g une des lettres f (signifiant fonction) ou r (signifiant relation)
@ nest un entier naturel.

Exemples :

@ parent est une déclaration annoncant que parent est employé
comme relation (r) avec 2 arguments

@ 2 est une déclaration annongant que * va étre employé comme
fonction (f) avec 2 arguments

Remarque : si le contexte ou les conventions comporte une
déclaration implicite d’'un symbole, on omet I'exposant. E.g, le égal est
toujours une relation & 2 arguments, on abrége la déclation =" en =.
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Interprétation
°

Interprétation

Une interprétation / comporte un domaine D non vide et une
application qui a chaque déclaration de symbole s9" associe sa
valeur s :

@ s/° est un élément de D.

@ s/ ol n > 1 est une fonction de D" dans D.
Q s®vautOou 1.

@ s;" ol n> 1 estun sous-ensemble de D", autrement dit une
relation a n arguments
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Interprétation

Dans toute interprétation /, la valeur du symbole = est 'ensemble
{(d,d) | d e D}

Autrement dit dans toute interprétation le sens de I'égalité est I'identité
sur le domaine de l'interprétation.
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Interprétation
°

Un état e d’'une interprétation est une application de 'ensemble des
variables dans le domaine de l'interprétation.
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Interprétation
°

Un état e d’'une interprétation est une application de 'ensemble des
variables dans le domaine de l'interprétation.

Pour connaitre la valeur d’'une formule sans variable libre, il suffit de
donner une interprétation des symboles de la formule.
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Interprétation

Un état e d’'une interprétation est une application de 'ensemble des
variables dans le domaine de l'interprétation.

Pour connaitre la valeur d’'une formule sans variable libre, il suffit de
donner une interprétation des symboles de la formule.

Pour connaitre la valeur d’'une formule avec des variables libres on a
donc besoin d’un couple /e composé d’une interprétation et d'un
état. On appelle un tel couple une assignation.
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e Sens
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Notation

Soit I une interprétation de domaine D et e un état de cette
interprétation.

On note [[t]] /e la valeur d’un terme t dans I'assignation /e : cette valeur
est élément de D.

On note [A] e la valeur d’une formule A dans I'assignation /e : cette
valeur est O ou 1.
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Sens des termes

Pour évaluer un terme :
@ on remplace les variables par leurs valeurs
@ les symboles de fonctions par les fonctions qui leur sont associées

@ on applique les fonctions
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Sens des termes

Pour évaluer un terme :
@ on remplace les variables par leurs valeurs
@ les symboles de fonctions par les fonctions qui leur sont associées

@ on applique les fonctions

Formellement :
@ sit est une variable, alors [[t]]e = e(t)
@ si t est un symbole alors [[f]]/e = t/°

Q sit= s(ty,...,ty) ol s est un symbole et t, ... t, sont des termes, alors

[[llie = s{"([[t1])re: - - talle)
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Sens des termes

Pour évaluer un terme :
@ on remplace les variables par leurs valeurs
@ les symboles de fonctions par les fonctions qui leur sont associées

@ on applique les fonctions

Formellement :
@ sit est une variable, alors [[t]]e = e(t)
@ si t est un symbole alors [[{]] /e = t/°

@ sit=s(t,...,t) ol s est un symbole et ty,.. . t; sont des termes, alors

[[llie = s{"([[t1])re: - - [talle)

Exemple : soit / 'interprétation dont le domaine est N et donnant aux déclarations de
symboles 170, «"2 42 |eur sens usuel sur les entiers. Soit e I'état tel que
x =2,y =3, calculons [[x* (y+1)]]se-
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Sens des termes

Pour évaluer un terme :
@ on remplace les variables par leurs valeurs
@ les symboles de fonctions par les fonctions qui leur sont associées

@ on applique les fonctions

Formellement :
@ sit est une variable, alors [[t]]e = e(t)
@ si ¢ est un symbole alors [[{]])e = t/°
Q sit= s(1‘1 ey t,,) ou s est un symbole et fy,...t, sont des termes, alors

[[]lie = s/"([[t:]0se. - - ]l )

Exemple : soit / 'interprétation dont le domaine est N et donnant aux déclarations de
symboles 170, «"2 42 jeur sens usuel sur les entiers. Soit e I'état tel que
x =2,y =3, calculons [[x*(y+1)]]e.

On obtient [[x* (y+1)]]le =2%(83+1) =8
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Sens des formules atomiques

o [T]Ie — 1>[J—]Ie =0.

Dans les exemples, on autorise de remplacer T par 1 et L par 0.
@ Soit s un symbole, [s]/e = s/°
© Soit A= s(t,...,t,) ol s estun symbole et ty,...t, sont des

termes.
Si ([[t:1]]se, - - - [[tn]]re) € s]™ alors [A]je = 1 sinon [A]e =0
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Sens des formules atomiques

Q@ [T]e=1,[L]e=0.
Dans les exemples, on autorise de remplacer T par 1 et L par 0.
@ Soit s un symbole, [s]je = s/°

© Soit A= s(t,...,t,) ol s estun symbole et ty,...t, sont des
termes.
Si ([[t:1])se, - - - [[tn]]re) € s]™ alors [A]je = 1 sinon [A]e =0

On doit distinguer entre évaluer un terme et évaluer une formule
atomique, car, dans notre présentation, ces deux catégories
syntaxiques ne sont pas disjointes. Mais quand le contexte est
sans ambiguité, on peut omettre cette distinction.
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Soit / l'nterprétation de domaine D = {0, 1,2} avec

@ annel® = 0,bernard® =1, claudel’ = 2
Les prénoms anne, bernard, claude dénotent des élément du domaine D.
° 372 = {(07 1)’ (1 ,0), (270)}
La lettre a dénote une relation a deux arguments, et on peut lire a(x,y) comme x aime y.
@ c'(0)=1,c'(1)=0,c"(2)=2
La lettre ¢ dénote une fonction & un argument, et on peut lire ¢(x) comme le copain ou la
copine de x. Notons que la fonction ¢! a comme domaine D, ce qui oblige & définir
artificiellement c,’1 (2), alors que claude, qui dénote 2, n’a ni copain, ni copine.
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Exemple

Soit / 'interprétation de domaine D = {0,1,2} avec

@ annel® = 0,bernard/’ = 1, claude(’ = 2
Les prénoms anne, bernard, claude dénotent des élément du domaine D.

@ a?={(0,1),(1,0).(2,0)}
La lettre a dénote une relation & deux arguments, et on peut lire a(x,y) comme x aime y.

@ ¢f'(0)=1,c['(1)=0,c['(2) =2
La lettre ¢ dénote une fonction & un argument, et on peut lire ¢(x) comme le copain ou la
copine de x. Notons que la fonction c,'1 a comme domaine D, ce qui oblige a définir
artificiellement c!'(2), alors que claude, qui dénote 2, n'a ni copain, ni copine.

Exercice :
@ Donnez les valeurs de a(anne, bernard) et a(anne, claude) dans l'interpretation /
@ Donnez les valeurs de a(x, c(x)) et a(y,c(y)) pour I'assignation le avec e I'état
x=0,y=2.
@ Donnez les valeurs de (anne = bernard), (c(anne) = anne) et (c(c(anne)) = anne)
dans l'interprétation /.
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Exemple

Dans linterprétation /,on a :
@ a(anne, bernard) = a(0,1) =1 car (0,1) € af?
@ a(anne, claude) = a(0,2) = 0 car (0,2) ¢ af?

Soit e I'état x = 0,y = 2. Dans I'assignation /e, on a :
@ a(x,c(x)) = a(0,c(0)) = a(0,1) =1
@ a(y.c(y)) =a(2,c(2)) = a(2,2) =0car (2,2) ¢ a?

Dans linterprétation /,on a :
@ (anne=bernard) =(0=1)=0
@ (c(anne) = anne) = (c(0)=0)=(1=0)=0
@ (c(c(anne)) = anne) = (¢(c(0))=0)=(0=0) =1
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Sens des formules

@ Les connectives propositionnelles ont le méme sens qu’en
logique propositionnelle.
Exemple : Soient B et C des formules. si [B]/e = 0 alors
[(B= C)]ie =1 sinon [(B=C)]ie = [Clre

S. Devismes et al (Grenoble I) Logique du premier ordre 25 novembre 2008 32/ 46



Sens des formules

@ Les connectives propositionnelles ont le méme sens qu’en
logique propositionnelle.
Exemple : Soient B et C des formules. si [B]/e = 0 alors
[(B= C)]je =1 sinon [(B= C)]ie = [Cle

@ Soit x une variable et B une formule. [VxB]e = 1 si et seulement
si [B] = 1 pour tout état f identique a e, sauf pour x.
Soit d € D. Notons e[x = d] I'état identique a I'état e, sauf pour la
variable x, auquel I'état e[x = d] associe la valeur d.
La définition ci-dessus peut étre mise sous la forme suivante :
[VxB]ie = [1aenlBlie[x=q] OU le produit est le produit booléen
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Sens des formules

@ Les connectives propositionnelles ont le méme sens qu’en
logique propositionnelle.
Exemple : Soient B et C des formules. si [B]/e = 0 alors
[(B= C)]je =1 sinon [(B= C)]ie = [Cle

@ Soit x une variable et B une formule. [VxB]e = 1 si et seulement
si [B] = 1 pour tout état f identique a e, sauf pour x.
Soit d € D. Notons e[x = d] I'état identique a I'état e, sauf pour la
variable x, auquel I'état e[x = d] associe la valeur d.
La définition ci-dessus peut étre mise sous la forme suivante :
[VxB]ie = [1aenlBlie[x=q] OU le produit est le produit booléen

© [IxBJe =1 siet seulement si il y a un état f identique a e, sauf
pour x, tel que [B]; = 1.
La définition ci-dessus peut étre mise sous la forme suivante :
[3xBlie = LgenlBliejx=q] OU la somme est la somme booléenne
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Exercice

Etant donné l'interprétation / défini précédemment. Evaluer :
e dx a(x,x)
e Vx3y a(x,y)
e JyVx a(x,y)
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Exercice

e Jx a(x,x)=a(0,0)+a(1,1)+a(2,2) =0 car
(0,0),(1,1),(2,2) € a

e Vx3y a(x,y) =3y a(0,y).3y a(1,y).3y a(2,y) =
(a(0,0)+a(0,1)+a(0,2)).(a(1,0)+a(1,1) +a(1,2)).(a(2,0) +
a(2,1)+a(2,2))=(0+1+0)(14+0+0)(1+0+0) =1

e JyVx a(x,y) =Vx a(0,x)+Vx a(1,x)+Vx a(2,x) =
a(0,0).a(0,1).a(0,2) +a(1,0).a(1,1).a(1,2) +
a(2,0).a(2,1).a(2,2) = 0.1.0+1.0.0+1.0.0 =0
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Exercice

e Jx a(x,x) = a(0,0)+a(1,1)+a(2,2) =0 car
(0,0),(1,1),(2,2) ¢ &

e Vx3y a(x,y) =3y a(0,y).3y a(1,y).3y a(2,y) =
(a(0,0)+a(0,1)+a(0,2)).(a(1,0)+a(1,1)+a(1,2)).(a(2,0) +
a(2,1)+a(2,2)) =(0+1+0)(1+0+0)(1+0+0) =1

e JyVx a(x,y)=Vx a(0,x)+Vx a(1,x)+Vx a(2,x) =
a(0,0).a(0,1).a(0,2) +a(1,0).a(1,1).a(1,2) +
a(2,0).a(2,1).a(2,2) =0.1.0+1.0.0+1.0.0 =0

Remarque : Dans l'interprétation ci-dessus, les formules Vx3y a(x,y)
et 3yVx a(x,y) n'ont pas la méme valeur. Donc en intervertissant un
quantificateur existentiel et un quantificateur universel, on ne préserve
pas le sens des formules.
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Modele, validité, conséquence, équivalence

Ces notions sont définies comme en logique propositionnelle.

Mais alors qu’en logique propositionnelle, une assignation est une
application des variables propositionnelles dans 0,1, en logique du
premier ordre une assignation est un couple constitué d’'une
interprétation des symboles d’'une part et de I'état des variables
d’autre part.

Notons que la valeur d’'une formule ne dépend que de ses variables
libres et de ses symboles, aussi pour évaluer une formule sans
variable libre, I'état des variables est inutile et I'on utilise une
interprétation au lieu d’'une assignation.
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Signature
.

Définition

Une signature est un ensemble de déclarations de symboles.

Soit X une signature :
@ le symbole s est une constante de la signature si et seulement si
ey
le symbole s est un symbole de fonction a n arguments (ou
n > 0) de la signature, si s € &

Q

© le symbole s est une variable propositionnelle de la signature
si et seulement si s € &

o

le symbole s est un symbole de relation a n arguments (ou
n > 0) de la signature, si s € &
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Signature
°

Exemples en mathématique (1/2)

0, 1, 4+ (a deux arguments), * est une signature pour I'arithmétique.

Rappel : On omet de préciser la nature de ces symboles et le nombre
de leurs arguments car il n’y a aucune ambiguité. On a uniquement di
préciser que le plus est utilisé avec deux arguments (car on peut
rencontrer plus utilisé avec un seul argument).

S. Devismes et al (Grenoble I) Logique du premier ordre 25 novembre 2008 37/ 46



Signature
°

Exemples en mathématique (2/2)

Une signature possible pour la théorie des ensembles est €, =, car
toutes les autres opérations sur les ensembles peuvent étre définies a
partir de ces deux symboles.
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Signature
o

Surcharge

Un symbole est surchargé dans une signature, lorsque cette signature
comporte deux déclarations distinctes du symbole.
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Signature
o

Surcharge

Un symbole est surchargé dans une signature, lorsque cette signature
comporte deux déclarations distinctes du symbole.

Exemple : il est fréquent d'utiliser des signatures dans lesquels le

signe moins est surchargé car il est utilisé simultanément pour obtenir
I'opposé d’'un nombre ou faire la soustraction de deux nombres.
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Signature
o

Surcharge

Un symbole est surchargé dans une signature, lorsque cette signature
comporte deux déclarations distinctes du symbole.

Exemple : il est frequent d’utiliser des signatures dans lesquels le
signe moins est surchargé car il est utilisé simultanément pour obtenir
'opposé d’un nombre ou faire la soustraction de deux nombres.

Dans la suite de ce cours, nous nous interdirons d’utiliser des
signatures comportant des symboles surchargés. Cela permet de
simplifier les notations, car une fois qu’on a précisé la signature
utilisée, on peut remplacer une déclaration de symbole par le symbole
lui-méme.
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Signature
°

Exemple : signature et interprétation

La signature correspondant a I'exemple précédent est défini comme suit :

@ les constantes anne, bernard et claude
@ le symbole de relation a a deux arguments

@ le symbole de fonction ¢ a un argument

S. Devismes et al (Grenoble I) Logique du premier ordre 25 novembre 2008 40/ 46



Signature
°

Exemple : signature et interprétation

La signature correspondant a I'exemple précédent est défini comme suit :

@ les constantes anne, bernard et claude
@ le symbole de relation a a deux arguments

@ le symbole de fonction ¢ a un argument

Linterprétation d’'une signature est une interprétation qui définit seulement le
sens des éléments de la signature.
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Signature
°

Exemple : signature et interprétation

La signature correspondant a I'exemple précédent est défini comme suit :

@ les constantes anne, bernard et claude
@ le symbole de relation a a deux arguments

@ le symbole de fonction ¢ a un argument

Linterprétation d’'une signature est une interprétation qui définit seulement le
sens des éléments de la signature.

Exemple : Pour définir I'interprétation /, on indique le domaine {0,1,2} et le
sens que / donne aux symboles de la signature en identifiant les symboles,
leurs déclarations dans la signature et leurs valeurs :

@ anne = 0,bernard =1, claude = 2
e a=1{(0,1),(1,0),(2,0)}
@ ¢(0)=1,c(1)=0,c(2) =2
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Signature
°

Terminologie

Soit X une signature.

@ Un terme sur cette signature est soit une variable, soit une constante s ou
s € ¥, soit une fonction de la forme s(t,...t;) ol n > 1, s € X et ol
t1,...1, sont des termes sur cette signature.

@ Une formule atomique sur cette signature est soit une des constantes T, |,
soit une variable propositionnelle s ot s € ¥, soit une relation de la forme
S(ty,...th)oin>1,s™e€ X etol ty,...t, sont des termes sur cette signature.

@ Une formule sur cette signature est une formule, dont les sous-formules
atomiques sont sur cette signature.

Dans la suite, Ty est 'ensemble des termes sur la signature X et Fy est 'ensemble
des formules sur la signature X.
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Signature
°

Terminologie

Soit X une signature.

@ Un terme sur cette signature est soit une variable, soit une constante s ou
s € ¥, soit une fonction de la forme s(t,...t;) ol n > 1, s € X et ol
t1,...tn sont des termes sur cette signature.

@ Une formule atomique sur cette signature est soit une des constantes T, |,
soit une variable propositionnelle s ot s € ¥, soit une relation de la forme
S(ty,...th)oin>1,s™e€ X etol ty,...t, sont des termes sur cette signature.

@ Une formule sur cette signature est une formule, dont les sous-formules
atomiques sont sur cette signature.

Dans la suite, Ty est 'ensemble des termes sur la signature X et Fy est 'ensemble
des formules sur la signature X.

Exemple : Vx(p(x) = Jyq(x,y)) est une formule sur la signature p'', g"2, h", cf0.
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Signature
°

Terminologie

Soit X une signature.

@ Un terme sur cette signature est soit une variable, soit une constante s ou
s'0 € ¥, soit une fonction de la forme s(t1,...t;) ou n>1, s € T et ous
t1,...t; sont des termes sur cette signature.

@ Une formule atomique sur cette signature est soit une des constantes T, |,
soit une variable propositionnelle s ot s’ € ¥, soit une relation de la forme
s(ty,...th)oun>1,s" € X etou ty,...t, sont des termes sur cette signature.

@ Une formule sur cette signature est une formule, dont les sous-formules
atomiques sont sur cette signature.

Dans la suite, Ty est 'ensemble des termes sur la signature X et Fy est 'ensemble
des formules sur la signature X.

Exemple : Vx(p(x) = 3yq(x,y)) est une formule sur la signature p’', g™, b, c™.
Mais c’est aussi une formule sur la signature p!, g"2.
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Signature
°

Signature associée

La signature associée a une formule est la plus petite signature ¥ telle que la
formule est élément de Fy, c’est donc la plus petite signature permettant
d’écrire la formule.
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Signature
°

Signature associée

La signature associée a une formule est la plus petite signature % telle que la
formule est élément de Fy, c’est donc la plus petite signature permettant
d’écrire la formule.

Exemple : la signature associée a la formule Vx(p(x) = Jyq(x,y)) est
pr1 ; qrz_
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Signature
°

Signature associée

La signature associée a une formule est la plus petite signature % telle que la
formule est élément de Fy, c’est donc la plus petite signature permettant
d’écrire la formule.

Exemple : la signature associée a la formule Vx(p(x) = Jyq(x,y)) est
pr1 ) qr2_

La signature associée a un ensemble de formules est I'union des signatures
associées a chaque formule de I'ensembile.
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Signature
°

Signature associée

La signature associée a une formule est la plus petite signature X telle que la
formule est élément de Fy, c’est donc la plus petite signature permettant
d’écrire la formule.

Exemple : la signature associée a la formule Vx(p(x) = Jyq(x,y)) est
pr1 , qr2.

La signature associée a un ensemble de formules est I'union des signatures
associées a chaque formule de I'ensembile.

Exemple : |a signature associée a I'ensemble des deux formules
Vx(p(x) = Jyq(x,y)),Vnvp(n+ s(p) = s(n+p) est p*, g2, +2, s =2
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Signature
°

Signature associée

La signature associée a une formule est la plus petite signature ¥ telle que la
formule est élément de Fy, c’est donc la plus petite signature permettant
d’écrire la formule.

Exemple : la signature associée a la formule Vx(p(x) = Jyq(x,y)) est
pr1 ) qr2.

La signature associée a un ensemble de formules est I'union des signatures
associées a chaque formule de I'ensembile.

Exemple : |a signature associée a I'ensemble des deux formules
Vx(p(x) = Jyq(x,y)),Vnvp(n+ s(p) = s(n+p) est p*, g2, +2, s ="

Linterprétation d'un ensemble de formules est une interprétation qui définit
seulement le sens de la signature associée a 'ensemble des formules.
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e Instanciation
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Instanciation
.

Définition

Soit x une variable, t un terme, A une formule.
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Instanciation
.

Définition

Soit x une variable, t un terme, A une formule.

@ A< x:=t> estlaformule obtenue en remplagant dans la
formule A toute occurrence libre de x par le terme t.
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Instanciation
.

Définition

Soit x une variable, t un terme, A une formule.

@ A< x:=t> estlaformule obtenue en remplagant dans la
formule A toute occurrence libre de x par le terme ¢.

Exemple : soit A la formule (VxP(x)) V Q(x).
A< x:= b > estlaformule (VxP(x))V Q(b) car seule
'occurrence soulignée de x est libre.
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Instanciation
.

Définition

Soit x une variable, t un terme, A une formule.

@ A< x:=t> estlaformule obtenue en remplagant dans la
formule A toute occurrence libre de x par le terme ¢.

Exemple : soit A la formule (VxP(x)) V Q(x).
A< x:= b > estlaformule (VxP(x))V Q(b) car seule
'occurrence soulignée de x est libre.

@ Le terme t est libre pour x dans A, si les variables de t ne sont
pas liées dans les occurrences libres de x.
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Instanciation
.

Définition

Soit x une variable, t un terme, A une formule.

@ A< x:=t> estlaformule obtenue en remplagant dans la
formule A toute occurrence libre de x par le terme ¢t.

Exemple : soit A la formule (VxP(x)) V Q(x).
A< x:= b > estlaformule (VxP(x))V Q(b) car seule
I'occurrence soulignée de x est libre.

© Le terme t est libre pour x dans A, si les variables de t ne sont
pas liées dans les occurrences libres de x.

Exemple : le terme z est libre pour x dans la formule Jyp(x, y).
Par contre, comme tout terme de cette formule comportant la
variable y n’est pas libre pour x, le terme y n’est pas libre pour
X dans cette formule.

S. Devismes et al (Grenoble I) Logique du premier ordre 25 novembre 2008 44/ 46



Instanciation
°

Propriétés

théoréme

Soit A une formule et t un terme libre pour la variable x dans A . Soit /
une interprétation et e un état de l'interprétation. Nous avons :

[A < x:=t>]ie = [Alifee) 01 d = [[{]le

Autrement dit, la valeur de A < x :=t > dans une assignation est la
méme que celle de A dans une assignation identique, sauf qu’elle
donne a x la valeur du terme t. )
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Instanciation
°

Propriétés

théoréme

Soit A une formule et t un terme libre pour la variable x dans A . Soit /
une interprétation et e un état de l'interprétation. Nous avons :

[A < x:=t>]ie = [Alifee) 01 d = [[{]le

Autrement dit, la valeur de A < x :=t > dans une assignation est la
méme que celle de A dans une assignation identique, sauf qu’elle
donne a x la valeur du terme t.

corollaire
Soit A une formule et t un terme libre pour x dans A.
Les formules VXA = A < x:=1> et A< x:=t >= JxA sont valides. |

| \
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Instanciation
°

La condition sur t est nécessaire

Nous allons maintenant montrer que le fait que t soit un terme libre est
nécéssaire dans le théoréme.
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Instanciation
°

La condition sur t est nécessaire

Nous allons maintenant montrer que le fait que t soit un terme libre est
nécéssaire dans le théoreme.

Soit / 'interprétation de domaine {0, 1} avec p; = {(0,1)} et soit e,
létat y = 0.
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Instanciation
°

La condition sur t est nécessaire

Nous allons maintenant montrer que le fait que t soit un terme libre est
nécéssaire dans le théoréeme.

Soit / 'interprétation de domaine {0, 1} avec p; = {(0,1)} et soit e,
I'état y = 0.

Soit A la formule Jyp(x, y) et t le terme y. Ce terme n'est pas libre
pour x dans A.
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Instanciation
°

La condition sur t est nécessaire

Nous allons maintenant montrer que le fait que t soit un terme libre est
nécéssaire dans le théoréme.

Soit / 'interprétation de domaine {0, 1} avec p; = {(0,1)} et soit e,
I'état y = 0.

Soit A la formule Jyp(x,y) et t le terme y. Ce terme n’est pas libre
pour x dans A.

Dans I'assignation /e on a :
A< x:=t>=3yp(y,y) =p(0,0)+p(1,1) =0.
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Instanciation
°

La condition sur t est nécessaire

Nous allons maintenant montrer que le fait que t soit un terme libre est
nécéssaire dans le théoréeme.

Soit / 'interprétation de domaine {0, 1} avec p; = {(0,1)} et soit e,
I'état y = 0.

Soit A la formule Jyp(x, y) et t le terme y. Ce terme n'est pas libre
pour x dans A.

Dans l'assignation /e on a :
A< x:=t>=3yp(y,y) =p(0,0)+p(1,1) =0.

Soit d = [[t]]ie = [[¥]]/e = 0. Dans I'assignation le[x = d], on a x = 0.
Donc dans I'assignation /le[x = d], on a :
A=3yp(0,y) =p(0,0)+p(0,1) =1.
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Instanciation
°

La condition sur t est nécessaire

Nous allons maintenant montrer que le fait que t soit un terme libre est
nécéssaire dans le théoréeme.

Soit / linterprétation de domaine {0,1} avec p; = {(0,1)} et soit e,
Pétat y = 0.

Soit A la formule Jyp(x, y) et t le terme y. Ce terme n'est pas libre
pour x dans A.

Dans I'assignation /e on a :
A<x:=t>=3yp(y,y) =p(0,0)+p(1,1) =0.

Soit d = [[t]]ie = [[¥]]/e = 0. Dans I'assignation le[x = d], on a x = 0.
Donc dans I'assignation le[x = d], on a :

A=3yp(0,y) = p(0,0) +p(0,1) = 1.

Ainsi[A< x:=t>]|e=0# [A]Ie[x:d] =1 ou d = [[t]]se-
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